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Resumen: La prensio´n correcta de objetos es un aspecto clave para la ejecucio´n
de muchas tareas. En robo´tica, el desarrollo de elementos prensores cada vez
ma´s complejos y versa´tiles, como manos meca´nicas, incrementa la necesidad de
disponer de algoritmos para la determinacio´n automa´tica de prensiones, surgiendo
de forma paralela la necesidad de cuantiﬁcar su calidad de cara a su optimizacio´n.
En este art´ıculo se presenta una revisio´n de las medidas de calidad propuestas en
la literatura especializada para evaluar la calidad de una prensio´n. Las medidas
de calidad se clasiﬁcan en dos grupos segu´n el aspecto principal evaluado: la
localizacio´n de los puntos de contacto sobre el objeto o la conﬁguracio´n de la
mano meca´nica. Tambie´n se revisan los enfoques que combinan diferentes medidas
de calidad de los dos grupos anteriores para obtener una medida de calidad global.
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1. INTRODUCCIO´N
La prensio´n y manipulacio´n de objetos median-
te elementos prensores complejos, como manos
meca´nicas, es un a´rea de gran intere´s en robo´tica.
El objetivo de una prensio´n es restringir el mo-
vimiento del objeto de forma que se puedan re-
sistir perturbaciones externas (incluyendo el peso
del objeto), problema similar al disen˜o de ﬁjacio-
nes (ﬁxtures) para piezas industriales (Brost and
Goldberg, 1996; Wang, 2000). La manipulacio´n
diestra de objetos implica adema´s cambiar la po-
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sicio´n del objeto respecto a la mano sin necesidad
de apoyos externos.
La planiﬁcacio´n o s´ıntesis de prensiones (deter-
minacio´n de los puntos de contacto de los de-
dos sobre un objeto y seleccio´n de una conﬁ-
guracio´n apropiada del elemento prensor) se ha
realizado mediante dos enfoques (Mishra and Sil-
ver, 1989): un enfoque emp´ırico (ﬁsiolo´gico), en
donde se intenta imitar el comportamiento de la
mano humana (Cutkosky, 1989), y un enfoque
anal´ıtico (meca´nico), en donde se consideran las
propiedades f´ısicas y meca´nicas que intervienen
en la prensio´n (Shimoga, 1996). La planiﬁcacio´n
emp´ırica de prensiones se ha realizado utilizando
herramientas como lo´gica difusa (Bowers and Lu-
mia, 2003), redes neuronales (Leoni et al., 1998)
o sistemas basados en conocimiento (Bekey et
al., 1993). La s´ıntesis anal´ıtica de prensiones se
ha desarrollado para objetos bidimensionales po-
ligonales (Liu, 2000) o no poligonales (Cornella`
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Tabla 1. Revisiones previas sobre prensio´n y manipulacio´n con manos meca´nicas.
Investigadores Tema
Mishra y Silver (1989) Planiﬁcacio´n de prensiones
Grupen et al. (1989) Tecnolog´ıa para la construccio´n de manos meca´nicas
Murray et al. (1994) Fundamentos matema´ticos de la manipulacio´n robo´tica
Bicchi (1995) Ana´lisis del cierre de fuerza y de forma
Mishra (1995) Ana´lisis matema´tico de las medidas de calidad
Shimoga (1996) Algoritmos de s´ıntesis de prensiones y medidas de destreza
Bicchi (2000) Estado del arte en manos meca´nicas
Bicchi y Kumar (2000) Prensio´n con manos meca´nicas
Okamura et al. (2000) Estado del arte en manipulacio´n diestra
Lotti y Vassura (2002) Clasiﬁcacio´n y evaluacio´n de manos meca´nicas
Tegin y Wikander (2005) Sistemas ta´ctiles para robots
and Sua´rez, 2005a), y para objetos tridimensio-
nales polie´dricos (Ponce et al., 1997), descritos
por superﬁcies complejas (Zhu and Wang, 2003)
o discretizadas (Liu et al., 2004c; Roa and Sua-
rez, 2007). Estos algoritmos de planiﬁcacio´n de
prensiones toman en consideracio´n fundamental-
mente las siguientes propiedades (Shimoga, 1996):
Resistencia ante perturbaciones externas: una
prensio´n es capaz de resistir perturbaciones ex-
ternas en cualquier direccio´n si existe: cierre de
forma (form-closure), cuando las posiciones de
los dedos aseguran la inmovilidad del objeto,
o cierre de fuerza (force-closure) cuando las
fuerzas aplicadas por los dedos pueden com-
pensar cualquier perturbacio´n externa aplica-
da sobre el objeto, hasta una cierta magni-
tud (Bicchi, 1995; Rimon and Burdick, 1996).
Destreza: una prensio´n es diestra cuando la
mano puede mover el objeto de forma compati-
ble con la tarea a realizar. Si no hay especiﬁca-
ciones de la tarea, se considera que una prensio´n
es diestra cuando el dispositivo manipulador es
capaz de mover el objeto en cualquier direccio´n.
Equilibrio: una prensio´n esta´ en equilibrio cuan-
do la resultante de las fuerzas generalizadas
aplicadas sobre el objeto es cero. Un problema
asociado es la bu´squeda del equilibrio minimi-
zando las fuerzas aplicadas por los dedos (Kerr
and Roth, 1986; Liu et al., 2004a).
Estabilidad: una prensio´n es estable si cualquier
error en la posicio´n o fuerza de los dedos de-
bido a una perturbacio´n tiende a desaparecer
una vez que esta lo ha hecho, lo que impli-
ca la generacio´n de fuerzas espec´ıﬁcas de re-
cuperacio´n (Howard and Kumar, 1996; Lin et
al., 1997; Bruyninckx et al., 1998).
Para un objeto dado existen numerosas prensiones
posibles, por lo que se intenta buscar la prensio´n
o´ptima segu´n una medida de calidad adecuada.
Este trabajo se centra en las medidas de calidad
relacionadas con las propiedades de resistencia
ante perturbaciones externas y de destreza, las
ma´s usadas en la s´ıntesis anal´ıtica de prensiones.
En la Tabla 1 se resumen los principales tra-
bajos de revisio´n del estado del arte sobre as-
pectos relacionados con prensio´n y manipulacio´n
de objetos mediante manos meca´nicas. En ella
se incluyen los siguientes trabajos, directamente
relacionados con medidas de calidad en prensio´n:
descripcio´n de los conceptos matema´ticos requeri-
dos para estudiar las medidas de calidad teniendo
en cuenta la resistencia ante perturbaciones ex-
ternas (Mishra, 1995); revisio´n de los algoritmos
para la s´ıntesis de prensiones, incluyendo medidas
de calidad relacionadas con la conﬁguracio´n del
elemento prensor (Shimoga, 1996); y descripcio´n
del estado del arte en prensio´n robo´tica, incluyen-
do una discusio´n de la relevancia de las medidas de
calidad en la prensio´n (Bicchi and Kumar, 2000).
Despue´s de esta introduccio´n, el art´ıculo esta´ es-
tructurado de la siguiente forma. En la Seccio´n 2
se resumen los conceptos ba´sicos requeridos para
formalizar las medidas de calidad de una prensio´n.
En la Seccio´n 3 se presentan las medidas relacio-
nadas con la posicio´n de los puntos de contacto
sobre el objeto, y en la Seccio´n 4 se presentan
las relacionadas con la conﬁguracio´n del elemento
prensor. En la Seccio´n 5 se presentan los enfoques
que combinan diferentes medidas de calidad de los
dos grupos anteriores para obtener una medida de
calidad global. Finalmente, la Seccio´n 6 presenta
las conclusiones del trabajo.
2. NOMENCLATURA Y NOCIONES BA´SICAS
2.1 Modelado del contacto
Las fuerzas aplicadas por los dedos pueden actuar
solamente empujando el objeto (restriccio´n de
positividad), y el tipo de contacto entre los dedos
y el objeto puede ser (Figura 1):
Contacto puntual sin friccio´n: la fuerza apli-
cada sobre el objeto es siempre normal a la
superﬁcie de contacto.
Contacto puntual con friccio´n: la fuerza aplica-
da tiene una componente normal a la superﬁcie
de contacto, y puede tener otra componente
tangencial cuyo valor depende del modelo de
friccio´n. Existen varios modelos para represen-
tar la friccio´n (Howe et al., 1988), siendo el ma´s
utilizado el de Coulomb.
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Figura 1. Fuerzas permitidas en el contacto:
a) Puntual sin friccio´n; b) Puntual con fric-
cio´n; c) Blando.
Contacto blando: permite la aplicacio´n de las
mismas fuerzas que en el contacto r´ıgido, ma´s
un par alrededor de la direccio´n normal a la
zona de contacto, por lo que el modelo es
va´lido so´lo para objetos tridimensionales (Buss
et al., 1996; Xydas and Kao, 1999).
El nu´mero r de componentes independientes no
nulas de las fuerzas generalizadas aplicadas en
cada punto de contacto dependen del tipo de
contacto: r = 1 para el contacto puntual sin
friccio´n; para el contacto puntual con friccio´n
r = 2 en el espacio f´ısico bidimensional y r = 3 en
el tridimensional, y r = 4 para el contacto blando.
2.2 Modelado de posiciones, fuerzas y velocidades
Una fuerza F i aplicada sobre el objeto en el punto
pi genera un par τ i = pi × F i con respecto al
centro de masa del objeto (CM ). La fuerza y el
par se agrupan en un vector de fuerza generalizada
(wrench) ωi = (F i, λτ i)T , siendo λ una constante
que deﬁne la me´trica del espacio de fuerzas ge-
neralizadas. La dimensio´n de ω es d = 3 para
objetos 2D y d = 6 para objetos 3D.
El movimiento del objeto se describe mediante la
velocidad traslacional de CM, VCM, y la velocidad
rotacional ψ del objeto con respecto a CM; las
dos velocidades se representan mediante una ve-
locidad generalizada (twist) x˙ = (VCM,ψ)T ∈ d.
La fuerza f i aplicada por la punta del dedo i
se produce por los pares T ij , j = 1, ...,m,
aplicados en cada una de sus m articulaciones.
En una mano con n dedos, se deﬁne un vector
T =
[
T T1j . . .T
T
nj
]T
∈ nm para agrupar todos los
torques aplicados en las articulaciones de cada
dedo. Las velocidades θ˙ij en las articulaciones de
los dedos tambie´n se agrupan en un u´nico vector
θ˙ =
[
θ˙
T
1j . . . θ˙
T
nj
]T
∈ nm.
Las fuerzas y velocidades en cada extremo de un
dedo pueden expresarse en un sistema de refe-
rencia deﬁnido en cada punto de contacto. As´ı,
el vector f =
[
fT1k . . .f
T
nk
]T
∈ nr (k = 1, ..., r)
agrupa todas las componentes de fuerza apli-
cada en los puntos de contacto, y el vector
Dominio de
Fuerzas/Pares
Dominio de
Velocidades
Mano
Puntos de
Contacto Objeto
G
GTJh
JT
h
H
HT
T ∈ nm f ∈ nr
ω =
[
F
τ
]
∈ d
θ˙ ∈ nm v ∈ nr
x˙ =
[
VCM
ψ
]
∈ d
Figura 2. Relaciones entre los dominios de fuerza
y velocidad en la prensio´n.
v =
[
vT1k . . .v
T
nk
]T
∈ nr contiene todas las com-
ponentes de velocidad en las puntas de los dedos.
2.3 Relaciones entre fuerzas y velocidades
Las fuerzas y velocidades asociadas con el objeto,
la mano y los puntos de contacto satisfacen las
siguientes relaciones, ilustradas en la Figura 2
(Murray et al., 1994):
Las fuerzas f y velocidades v en las puntas de los
dedos se relacionan con los pares T y velocidades θ˙
en las articulaciones de los dedos mediante el Jaco-
biano de la mano, Jh = diag [J1, . . . , Ji] ∈ nr×nm
en donde Ji ∈ r×m, i = 1, . . . , n, es el Jacobiano
del dedo i que relaciona las variables en las arti-
culaciones con las variables en la punta del dedo:
T = JTh f (1)
v = Jhθ˙ (2)
La relacio´n entre las fuerzas f en las puntas
de los dedos y la fuerza generalizada neta ω
aplicada sobre el objeto, y la relacio´n entre las
velocidades v en los puntos de contacto y la
velocidad generalizada x˙ se establece a trave´s
de la matriz de prensio´n G ∈ d×nr (tambie´n
llamada Jacobiano o mapa de la prensio´n):
ω = Gf (3)
v = GT x˙ (4)
Finalmente, la relacio´n entre las variables de la
mano y el objeto esta´ dada por el Jacobiano mano-
objeto H = (G+)TJh ∈ d×nm, donde G+ es la
inversa generalizada de G (usualmente G no es
una matriz cuadrada). As´ı,
T = HTω (5)
x˙ = Hθ˙ (6)
Una mano meca´nica puede ser considerada como
un transformador meca´nico con los torques T o
velocidades θ˙ en los dedos como entradas y las
fuerzas ω o velocidades generalizadas x˙ del objeto
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como salidas (Chiu, 1987). Dada una esfera de
radio unitario en el dominio de velocidad de las
articulaciones de la mano,∥∥∥θ˙∥∥∥2 = θ˙21 + θ˙22 + · · ·+ θ˙2nm ≤ 1 (7)
la ecuacio´n (6) transforma esta esfera en un elip-
soide en el dominio de velocidades generalizadas
del objeto, conocido como el elipsoide de veloci-
dad:
x˙T
(
HHT
)−1
x˙ ≤ 1 (8)
De forma similar, la ecuacio´n (5) transforma una
esfera unitaria en el dominio de pares de las
articulaciones de la mano en un elipsoide en el
dominio de fuerza generalizada, conocido como el
elipsoide de fuerza:
ωT
(
HHT
)
ω ≤ 1 (9)
El elipsoide de velocidad (fuerza) representa la
ganancia en cada direccio´n del dominio de ve-
locidad (fuerza) generalizada del objeto cuando
se aplica una velocidad (par) unitaria en cada
articulacio´n de la mano. Las matrices HHT y(
HHT
)
−1, que deﬁnen los elipsoides de fuerza
y velocidad respectivamente, tienen los mismos
valores y vectores propios, por lo que reciben el
nombre gene´rico de elipsoides de manipulabilidad
(Yoshikawa, 1984). Los ejes principales de los dos
elipsoides coinciden pero sus longitudes esta´n en
proporcio´n inversa, por lo que la direccio´n con
la ma´xima relacio´n de transmisio´n de velocidades
tiene la mı´nima relacio´n de transmisio´n de fuerza,
y viceversa (Chiu, 1987).
3. MEDIDAS DE CALIDAD RELACIONADAS
CON LA POSICIO´N DE LOS PUNTOS DE
CONTACTO SOBRE EL OBJETO
El primer grupo de medidas de calidad incluye
aquellas en las que u´nicamente se consideran las
propiedades del objeto (forma, taman˜o, peso),
las restricciones de friccio´n y las condiciones de
cierre de forma y de fuerza para determinar la
calidad de la prensio´n. Estas medidas se han
clasiﬁcado en tres subgrupos: uno que considera
solamente las propiedades algebraicas de la matriz
de prensio´n G, otro que considera las relaciones
geome´tricas de la prensio´n, asumiendo en estos
dos casos que los dedos pueden realizar fuerzas
de cualquier magnitud, y un tercero en el que se
consideran l´ımites en las magnitudes de las fuerzas
que pueden aplicar los dedos.
3.1 Medidas basadas en propiedades algebraicas
de la matriz de prensio´n G
3.1.1. Valor singular mı´nimo de G. Una matriz
de prensio´n G ∈ d×nr de rango completo tiene
d valores singulares dados por la ra´ız cuadrada
positiva de los valores propios de GGT . Cuando
una prensio´n se encuentra en una conﬁguracio´n
singular (esto es, cuando se pierde al menos un
grado de libertad debido a la conﬁguracio´n de la
mano), al menos uno de los valores singulares se
hace cero. El valor singular mı´nimo de la matriz
de prensio´n G, σmin(G), es una medida de calidad
que indica que tan lejos se encuentra la conﬁgu-
racio´n de prensio´n de caer en una conﬁguracio´n
singular (Li and Sastry, 1988), es decir
Q = σmı´n(G) (10)
A mayor σmı´n(G) se obtiene una mejor prensio´n,
y mayor es la contribucio´n mı´nima (relacio´n de
transmisio´n) de las fuerzas f en los puntos de
contacto a la fuerza generalizada ω resultante
sobre el objeto (Kim et al., 2001). Una desventaja
de esta medida de calidad es que no es invariante
ante un cambio en el sistema de referencia usado
para calcular los pares.
3.1.2. Volumen del elipsoide en el espacio de fuer-
zas generalizadas. El efecto de la matriz de
prensio´n G en las relaciones de transformacio´n
dadas por las ecuaciones (3) y (4) se visualiza
mediante elipsoides, similares a los presentados
en la Subseccio´n 2.3. La ecuacio´n (3) mapea una
esfera de radio unitario en el dominio de fuerza de
los puntos de contacto en un elipsoide en el espa-
cio de fuerza generalizada. La contribucio´n global
de todas las fuerzas de contacto puede valorarse
usando como medida de calidad el volumen de este
elipsoide (Li and Sastry, 1988):
Q = k
√
det(GGT ) = k (σ1σ2 · · ·σd) (11)
en donde k es una constante y σ1, σ2,. . ., σd son
los valores singulares de la matriz de prensio´n G.
A diferencia de la anterior, esta medida de calidad
considera todos los valores singulares con el mismo
peso, y debe ser maximizada para obtener la
prensio´n o´ptima. Esta medida es invariante ante
un cambio en el sistema de referencia usado para
calcular los pares.
3.1.3. I´ndice de isotrop´ıa de la prensio´n. Este
criterio busca una contribucio´n uniforme de las
fuerzas de contacto a la fuerza generalizada total
ejercida sobre el objeto, es decir, trata que las
magnitudes de las fuerzas internas sean similares.
Esta medida de calidad se deﬁne como:
Q =
σmı´n(G)
σma´x(G)
(12)
donde σma´x(G) y σmı´n(G) son los valores singu-
lares ma´ximo y mı´nimo de G (Kim et al., 2001).
Este ı´ndice se aproxima a 1 cuando la prensio´n es
isotro´pica (caso o´ptimo), y cae a cero cuando la
prensio´n esta´ cerca a una conﬁguracio´n singular.
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Figura 3. Ejemplos de medidas basadas en relacio-
nes geome´tricas: a) A´ngulos internos y a´rea
del pol´ıgono de prensio´n; b) Distancia entre
el centroide C del pol´ıgono de prensio´n y el
centro de masa CM del objeto.
3.2 Medidas basadas en relaciones geome´tricas
3.2.1. Forma del pol´ıgono de prensio´n. En
prensiones coplanares (de objetos 2D o 3D) es
deseable que los puntos de contacto este´n distri-
buidos de manera uniforme sobre la superﬁcie del
objeto para mejorar la estabilidad de la prensio´n
(Park and Starr, 1992; Mirtich and Canny, 1994).
Un ı´ndice para cuantiﬁcar esta distribucio´n uni-
forme compara que tan alejados esta´n los a´ngulos
internos del pol´ıgono de prensio´n (cuyos ve´rtices
son los puntos de contacto sobre el objeto, como se
ilustra en la Figura 3a) de los del pol´ıgono regular
correspondiente (Kim et al., 2001); entonces, el
ı´ndice esta´ dado por
Q =
1
θma´x
n∑
i=1
∣∣θi − θ¯∣∣ (13)
en donde n es el nu´mero de dedos, θi es el a´ngulo
interno en el ve´rtice i del pol´ıgono de contacto, θ¯
es el a´ngulo interno del correspondiente pol´ıgono
regular (dado en grados por θ¯ = 180(n− 2)/n),
y θma´x = (n− 2)(180− θ¯) + 2θ¯ es la suma de los
a´ngulos internos cuando el pol´ıgono tiene la forma
peor condicionada (esto es, cuando degenera en
una l´ınea y los a´ngulos internos son bien 0 o´ π).
El ı´ndice de calidad es mı´nimo (o´ptimo) cuando
el pol´ıgono de contacto es regular.
3.2.2. A´rea del pol´ıgono de prensio´n. Una pren-
sio´n con tres dedos puede resistir mayores pares
externos con las mismas fuerzas en los dedos cuan-
to mayor es el tria´ngulo formado por los puntos
de contacto p1, p2 y p3 (Figura 3a) (Mirtich and
Canny, 1994; Chinellato et al., 2003), por lo que
se toma como medida de calidad:
Q = A´rea(Tria´ngulo(p1,p2,p3)) (14)
Esta idea podr´ıa extenderse a prensiones de ob-
jetos 2D y prensiones coplanares en 3D que in-
volucren ma´s de 3 dedos, maximizando el a´rea
o volumen del casco convexo de los puntos de
contacto.
3.2.3. Distancia entre el centroide del pol´ıgono
de contacto y el centro de masa del objeto. El
a) b)
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Figura 4. Maximizacio´n del margen de incerti-
dumbre: a) Hiperesfera ma´xima en el FCS;
b) Prensio´n o´ptima P ∗.
efecto de las fuerzas inerciales y gravitacionales
sobre la prensio´n es mı´nimo cuando se minimiza
la distancia entre el centro de masa CM del
objeto y el centroide C del pol´ıgono de contacto
(para objetos 2D) o poliedro de contacto (para
objetos 3D) (Figura 3b). As´ı, esta distancia se
usa como medida de calidad para objetos 2D
(Chinellato et al., 2005) y para objetos 3D (Ponce
et al., 1997; Ding et al., 2001):
Q = Dist (CM, C) (15)
3.2.4. Margen de incertidumbre en la posicio´n de
los dedos. Se denomina espacio de contacto o de
prensiones al espacio deﬁnido por los para´metros
que representan los posibles puntos de contac-
to de los dedos sobre el objeto, y se denomina
espacio de cierre de fuerza, FCS, al subconjun-
to del espacio de contacto en donde se obtienen
prensiones con cierre de fuerza. Se han planteado
diferentes me´todos para el ca´lculo del espacio de
cierre de fuerza para objetos 2D en diferentes con-
diciones (Liu, 2000; Li et al., 2002; Cornella` and
Sua´rez, 2005b), y se ha establecido que el FCS es la
unio´n de un conjunto de poliedros convexos CPi.
Si se considera la existencia de incertidumbre en
las posiciones reales de los dedos, mientras ma´s
lejos se ubiquen estos de la frontera del FCS ma´s
segura sera´ la prensio´n. Con este criterio, dada
una prensio´n representada por un punto P en el
espacio de contacto, se ha propuesto como medida
de calidad el radio de la hiperesfera ma´s grande
centrada en P y totalmente contenida en uno de
los poliedros convexos CPi que forman el FCS. El
ı´ndice de calidad esta´ dado por
Q = mı´n
Pj∈∂CPi
‖P − Pj‖ (16)
en donde ∂CPi es la frontera de CPi. La Figura 4
ilustra un ejemplo para tres dedos, y por tanto
para espacios tridimensionales de contacto y de
cierre de fuerza; la prensio´n o´ptima P ∗ determina
la ubicacio´n l∗1, l
∗
2 y l
∗
3 de los dedos sobre el objeto.
Esta medida no ha sido aplicada a objetos 3D
debido a la complejidad del espacio de prensiones
resultante (no´tese que se requieren dos para´me-
tros para ﬁjar la posicio´n de cada dedo sobre la
superﬁcie del objeto).
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Figura 5. Ejemplos de regiones de contacto inde-
pendientes: a) Prensio´n de un objeto poligo-
nal con tres dedos; b) Prensio´n de un objeto
no poligonal discreto con cuatro dedos.
3.2.5. Regiones de contactos independientes.
Otro enfoque que toma en cuenta la incertidumbre
en el posicionamiento de los dedos se basa en el
ca´lculo de regiones sobre la frontera del objeto ta-
les que si cada dedo se posiciona dentro de una de
esas regiones se obtiene una prensio´n con cierre de
fuerza, independientemente de los puntos de con-
tacto exactos. Estas regiones, denominadas regio-
nes de contactos independientes (Nguyen, 1988),
deﬁnen un paralelep´ıpedo alineado con los ejes
de referencia en el espacio de prensiones, y to-
talmente contenido dentro del espacio de cierre
de fuerza. A mayor taman˜o de las regiones (es
decir, de los lados del paralelep´ıpedo) mayor es
el rango de posicionamiento de los dedos. As´ı, la
calidad se asocia con el taman˜o Lmı´n de la regio´n
de contacto independiente ma´s pequen˜a (Ponce
and Faverjon, 1995), es decir,
Q = Lmı´n (17)
Este criterio se desarrollo´ inicialmente para ob-
jetos poligonales, y luego fue aplicado a objetos
2D no poligonales sujetos con dos dedos (Stam
et al., 1992), y objetos 2D no poligonales con
contornos representados mediante un nu´mero ﬁ-
nito de puntos (Cornella` and Sua´rez, 2005a), en
este caso asociando la calidad con el nu´mero de
puntos contenidos en las regiones de contactos
independientes. La Figura 5 ilustra dos ejemplos
de estas regiones.
La prensio´n admite un mayor error en la ubicacio´n
de los dedos si estos se posicionan nominalmente
en el centro de cada regio´n de contacto indepen-
diente. As´ı, se plantea otra medida de calidad
para objetos polie´dricos, denominada ı´ndice de
incertidumbre en la prensio´n o margen de pren-
sio´n (Kim et al., 2001; Chinellato et al., 2003),
dada por la suma de las distancias entre cada
uno de los puntos reales de contacto (xi, yi, zi) y
el centro de la regio´n de contacto independiente
correspondiente (xi0, yi0, zi0), es decir, el ı´ndice
que se debe minimizar es,
Q =
1
n
n∑
i=1
(√
(xi − xi0)
2 + (yi − yi0)
2 + (zi − zi0)
2
)
(18)
3.3 Medidas considerando limitaciones en las
fuerzas de los dedos
Los subgrupos previos de medidas de calidad no
consideran ningu´n l´ımite en la magnitud de las
fuerzas aplicadas por los dedos, por lo que aunque
las prensiones pueden resistir perturbaciones ex-
ternas en cualquier direccio´n, no se tiene ninguna
informacio´n sobre la magnitud de la perturbacio´n
que puede ser resistida, y en algunos casos los de-
dos tendr´ıan que aplicar fuerzas extremadamente
grandes para resistir perturbaciones pequen˜as. La
calidad de una prensio´n puede indicar tambie´n el
mo´dulo de la fuerza generalizada de perturbacio´n
que la prensio´n puede resistir cuando se conside-
ran l´ımites en las fuerzas que pueden aplicar los
dedos. Las medidas que consideran este aspecto
se incluyen en esta subseccio´n.
3.3.1. Mı´nima perturbacio´n resistida. Antes de
presentar esta medida de calidad, es necesario
describir las restricciones que normalmente con-
dicionan las fuerzas f i ejercidas por los dedos:
Existe una fuente de potencia independiente
para cada dedo, entonces el mo´dulo de la fuerza
aplicada por cada dedo tiene una cota ma´xima
independiente. Sin pe´rdida de generalidad, para
simpliﬁcar la formulacio´n se asume que todas
las fuerzas tienen el mismo l´ımite y que esta´ nor-
malizado en 1, esto es ‖f i‖ ≤ 1, i = 1, ..., n.
Considerando que el cono de friccio´n en el
punto de contacto pi se aproxima mediante una
pira´mide de s lados, f i puede expresarse como
la combinacio´n lineal positiva de fuerzas f ij ,
j = 1, ..., s que actu´an a lo largo de las aristas de
la pira´mide (denominadas fuerzas primitivas), y
la fuerza generalizada ωi producida por f i en pi
(Subseccio´n 2.2) se puede expresar como una
combinacio´n lineal positiva de las fuerzas ge-
neralizadas primitivas ωi,j producidas por f ij .
As´ı, n dedos producen una fuerza generalizada
resultante sobre el objeto dada por
ω =
n∑
i=1
ωi =
n∑
i=1
s∑
j=1
αi,jωi,j
con αi,j ≥ 0,
s∑
j=1
αi,j ≤ 1
(19)
Considerando las posibles variaciones de αi,j ,
el conjunto P de posibles fuerzas generalizadas
resultantes sobre el objeto es el casco convexo
de la suma de Minkowski de las fuerzas genera-
lizadas primitivas ωi,j :
P = CascoConvexo
(
n⊕
i=1
{ωi,1, . . . ,ωi,s}
)
(20)
Existe una fuente limitada de potencia, comu´n
para todos los dedos, por lo que la suma
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de los mo´dulos de las fuerzas aplicadas por
los dedos esta´ limitada. Asumiendo de nuevo
un l´ımite normalizado en 1, la restriccio´n es∑n
i=1 ‖f i‖ ≤ 1.
Linealizando el cono de friccio´n como en el
caso anterior, la fuerza generalizada resultante
sobre el objeto es
ω =
n∑
i=1
s∑
j=1
αi,jωi,j
con αi,j ≥ 0,
n∑
i=1
s∑
j=1
αi,j ≤ 1
(21)
y el conjunto P de todas las posibles fuerzas
generalizadas resultantes sobre el objeto es:
P = CascoConvexo
(
n⋃
i=1
{ωi,1, . . . ,ωi,s}
)
(22)
El conjunto P es tambie´n conocido como espacio
de fuerzas generalizadas de la prensio´n (Grasp
Wrench Space) (Pollard, 1996; Borst et al., 1999).
Existen otras propuestas de restricciones para las
fuerzas de los dedos (Mishra, 1995); sin embargo,
las interpretaciones f´ısicas no son tan evidentes
como en los casos anteriores, y no han sido am-
pliamente utilizadas.
Considerando las restricciones de fuerza, se ha
propuesto como medida de calidad el mo´dulo de
la ma´xima fuerza generalizada de perturbacio´n
que la prensio´n puede resistir independientemente
de su direccio´n; geome´tricamente, la calidad es
equivalente al radio de la ma´xima bola centrada
en el origen del espacio de fuerzas generalizadas
y completamente contenida en P (Ferrari and
Canny, 1992; Kirkpatrick et al., 1992). La medida
de calidad se expresa como
Q = mı´n
ω∈∂P
‖ω‖ (23)
donde ∂P es la frontera de P. Esta medida de
calidad, tambie´n conocida como el criterio de la
“bola ma´xima”, es una de las ma´s utilizadas;
su fundamentacio´n matema´tica se ha estudiado
en profundidad tanto sin friccio´n (Mishra et al.,
1987) como con friccio´n (Teichmann and Mishra,
1997), y la medida se ha empleado en diferentes
trabajos (Borst et al., 2003; Cornella` and Sua´rez,
2003; Miller and Allen, 2004).
Una prensio´n o´ptima bajo una restriccio´n de fuer-
za no es necesariamente o´ptima bajo otra res-
triccio´n; la Figura 6 ilustra cualitativamente en
un ejemplo bidimensional el conjunto de posibles
fuerzas generalizadas y las calidades resultantes
para las restricciones sobre las fuerzas de los dedos
descritas en las ecuaciones (19) y (21).
3.3.2. Variaciones del criterio de la bola ma´xima.
La medida de calidad dada por la ecuacio´n (23)
a) b)
P
P
Q
Q
ω1ω1
ω2ω2
ω3ω3
Figura 6. Ejemplo bidimensional cualitativo de
la calidad de prensio´n usando tres dedos y:
a) un l´ımite en el mo´dulo de cada fuerza;
b) un l´ımite en la suma de los mo´dulos de
las fuerzas aplicadas.
fue planteada usando la me´trica L2; algunos tra-
bajos (Mishra, 1995) proponen el uso de otras
me´tricas, como L1 o L∞, pero no se han presen-
tado en la literatura del a´rea implementaciones o
discusiones detalladas de su uso.
El radio de la bola ma´xima inscrita en P depende
de la seleccio´n del origen del sistema de referencia
usado para calcular los pares (frecuentemente el
CM del objeto), y una prensio´n o´ptima con respec-
to a un sistema de referencia puede no ser o´ptima
respecto a otro. Se han propuesto diferentes al-
ternativas para evitar este efecto, por ejemplo el
uso como medida de calidad del radio de la bola
ma´xima con respecto a todas las posibles seleccio-
nes de sistemas de referencia (Teichmann, 1996);
sin embargo, esta medida no ha sido ampliamente
considerada debido a su alto coste computacional.
Otra medida de calidad relacionada es el volumen
de P (Miller and Allen, 1999), que es constan-
te independientemente del sistema de referencia
usado para calcular los pares (pero a igualdad
de volu´menes una prensio´n podr´ıa resistir mucha
menos fuerza que otra en una cierta direccio´n); la
medida de calidad se expresa como
Q = Volumen(P) (24)
Para evitar la deﬁnicio´n de una me´trica conjunta
para fuerzas y pares en el espacio de fuerzas ge-
neralizadas (el factor λ introducido en la Subsec-
cio´n 2.2), se ha propuesto el siguiente criterio de
optimalidad (Mirtich and Canny, 1994): primero
se calculan las prensiones que mejor resisten las
fuerzas puras, y luego se selecciona entre estas la
prensio´n que resiste mejor los pares puros. Las
medidas de calidad en cada paso son
Qf = mı´n
f∈∂Pf
‖f‖ (25)
Qτ = mı´n
τ∈∂Pτ
‖τ‖ (26)
en donde ∂Pf y ∂Pτ son respectivamente las fron-
teras de las posibles fuerzas y pares resultantes
que los dedos pueden generar sobre el objeto.
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3.3.3. Componentes de las fuerzas en los pun-
tos de contacto. La suma de las componentes
normales de las fuerzas aplicadas sobre el objeto
es indicativa de la eﬁciencia de las mismas en
la prensio´n. As´ı, se deﬁne otro ı´ndice de calidad
como el inverso de la suma de los mo´dulos de
las componentes normales de las fuerzas aplica-
das requeridas para compensar una perturbacio´n
esperada ω0, siendo el propio peso la principal
perturbacio´n considerada (Pollard, 2004; Liu et
al., 2004b); cuanto menor es este ı´ndice mejor es la
prensio´n. A diferencia del criterio de la bola ma´xi-
ma, esta medida ﬁja de antemano la perturbacio´n
externa que se debe resistir, y despue´s considera
las fuerzas requeridas para hacerlo. El ı´ndice de
calidad es
Q = mı´n
Gf=ω0,M>0
1∑n
i=1 f
n
i
(27)
en donde G es la matriz de prensio´n, fni es la com-
ponente normal de la fuerza f i, M es una matriz
cuyos elementos dependen de las componentes de
las fuerzas de contacto (Buss et al., 1995; Helmke
et al., 2002), y M > 0 indica que las fuerzas de
contacto satisfacen las restricciones de positividad
y de friccio´n (Subseccio´n 2.1).
Otro enfoque toma en cuenta que si las fuerzas
aplicadas en cada punto de contacto en ausencia
de perturbaciones esta´n cercanas a la direccio´n
normal a la frontera del objeto, las fuerzas apli-
cadas pueden variar en un mayor rango de direc-
ciones para contrarrestar posibles perturbaciones
externas, mientras que si las fuerzas esta´n cerca
del l´ımite del cono de friccio´n los dedos podr´ıan
deslizarse fa´cilmente al intentar contrarrestar las
perturbaciones. Ese efecto se considera con el si-
guiente ı´ndice (Liu et al., 2004b),
Q = mı´n
Gf=ω0,M>0
log detM−1 (28)
donde G, f y M son respectivamente la matriz de
prensio´n, el vector de fuerza aplicada y la matriz
que garantiza el cumplimiento de las restricciones
de positividad y friccio´n. Este ı´ndice tiende al
inﬁnito cuando cualquier fuerza de contacto se
aproxima a la frontera del cono de friccio´n (Han
et al., 2000); as´ı, una prensio´n es mejor mientras
ma´s pequen˜o sea Q.
3.3.4. Medidas orientadas a la tarea. La pren-
sio´n de un objeto se realiza, en general, para
cumplir con una tarea determinada. Si existe una
descripcio´n detallada de dicha tarea, una medida
de calidad puede cuantiﬁcar la adecuacio´n de la
prensio´n a su ejecucio´n.
La tarea se caracteriza mediante un conjunto de
fuerzas generalizadas que deben aplicarse sobre
el objeto para lograr un objetivo determinado,
y por un conjunto de fuerzas generalizadas de
perturbacio´n que el objeto debe resistir mientras
a) b)
PP
E
QQ
OO
Figura 7. Ejemplos de medidas de calidad pa-
ra las mismas fuerzas aplicadas: a) Mı´nima
perturbacio´n resistida; b) Medida de calidad
orientada a la tarea.
esta´ siendo manipulado. Todas estas fuerzas gene-
ralizadas forman un politopo de la tarea, que se
aproxima mediante un conjunto convexo E cen-
trado en el origen, que puede ser un elipsoide
(Li and Sastry, 1988) o directamente un politopo
convexo (Zhu et al., 2001). La medida de calidad
es el factor de escala ρ requerido para obtener el
conjunto ρE ma´s grande y totalmente contenido
en P (a mayor ρ se obtiene una mejor prensio´n)
(Borst et al., 2004; Haschke et al., 2005)
Q = ma´x
ρE⊂P, ρ≥0
ρ (29)
La Figura 7 muestra una comparacio´n de esta
medida, considerando E como un elipsoide, con el
radio de la bola ma´xima inscrita en P. Mientras
la bola asume que la probabilidad para cada
direccio´n de perturbacio´n es la misma, el elipsoide
toma en cuenta las direcciones de perturbacio´n de
mayor exigencia en la tarea requerida.
3.4 Ejemplos
Con el ﬁn de facilitar la interpretacio´n intuitiva
de los resultados, las medidas de calidad aqu´ı pre-
sentadas se han implementado y aplicado a un
objeto sencillo, una pieza rectangular de 4 por
2 cm sujetada mediante cuatro dedos sin friccio´n
(salvo casos particulares indicados expl´ıcitamen-
te). El contorno del objeto se ha discretizado en
64 puntos; se asume por simplicidad que se puede
hacer fuerza mediante un contacto puntual en la
direccio´n normal a un lado hasta en los ve´rtices del
mismo (en la pra´ctica se debe dejar una distancia
de seguridad). Se obtienen as´ı 53361 diferentes
combinaciones de prensio´n, de las cuales 23100
son prensiones con cierre de fuerza. Para estas
prensiones se han calculado las medidas de calidad
cuyos resultados se detallan a continuacio´n.
3.4.1. Medidas de calidad basadas en propiedades
algebraicas de la matriz de prensio´n G
Q1-Valor singular mı´nimo de G (Sec. 3.1.1):
se logran 74 diferentes prensiones o´ptimas que
cubren diferentes posibilidades de prensio´n; una
de ellas se presenta en la Fig. 8a.
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a) b)
c)
Figura 8. Ejemplos de prensiones o´ptimas segu´n :
a) Valor singular mı´nimo de G; b) Volumen
del elipsoide en el espacio de fuerzas genera-
lizadas; c) I´ndice de isotrop´ıa de la prensio´n.
a) b)
c)
Figura 9. Ejemplos de prensiones o´ptimas segu´n:
a) Forma del pol´ıgono de prensio´n; b) A´rea
del pol´ıgono de prensio´n; c) Distancia entre
el centroide del pol´ıgono de contacto y el CM
del objeto.
Q2-Volumen del elipsoide en el espacio de fuer-
zas generalizadas (Sec. 3.1.2): hay dos prensio-
nes o´ptimas con localizaciones sime´tricas de los
puntos de contacto sobre el objeto; una de ellas
se presenta en la Fig. 8b.
Q3-I´ndice de isotrop´ıa de la prensio´n (Sec. 3.1.3):
hay cuatro prensiones o´ptimas en las que se
logra el valor ma´ximo absoluto de la medida
de calidad; una de estas prensiones se presenta
en la Fig. 8c.
3.4.2. Medidas basadas en relaciones geome´tricas
Q4-Forma del pol´ıgono de prensio´n (Sec. 3.2.1):
hay dos prensiones o´ptimas sime´tricas sobre el
objeto; una de ellas se muestra en la Fig. 9a.
Q5-A´rea del pol´ıgono de prensio´n (Sec. 3.2.2):
se logran 400 diferentes prensiones o´ptimas, con
una gran variedad de posiciones relativas de los
puntos de contacto sobre el objeto; una de ellas
se muestra en la Fig. 9b.
a) b)
Figura 10. Margen de incertidumbre en la posicio´n
de los dedos: a) Espacio de contactos y FCS
(sombreado); b) Prensio´n o´ptima.
Figura 11. Regiones de contactos independientes
o´ptimas y prensio´n o´ptima segu´n el ı´ndice de
incertidumbre de la prensio´n.
Q6-Distancia entre el centroide del pol´ıgono de
contacto y el CM del objeto (Sec. 3.2.3): hay
100 prensiones o´ptimas en las que se alcanza
el mı´nimo posible para esta medida de calidad,
Q = 0; una de estas prensiones se muestra en la
Fig. 9c.
Q7-Margen de incertidumbre en la posicio´n de
los dedos (Sec. 3.2.4): la Fig. 10a muestra
el espacio de contactos y el espacio de cierre
de fuerza (FCS) para las prensiones obtenidas
cuando se ha ﬁjado un punto de contacto en
el recta´ngulo (en este caso, el contacto del
lado izquierdo esta´ ﬁjo a ﬁn de poder hacer
una representacio´n tridimensional que ilustre el
concepto); la hiperesfera ma´xima inscrita en el
FCS determina la prensio´n o´ptima, mostrada
en la Fig. 10b.
Q8-Taman˜o mı´nimo de las regiones de contacto
independientes (Sec. 3.2.5): se pueden obtener
4608 o´ptimos, de los que se muestra uno en la
Fig. 11, donde adema´s se muestra la prensio´n
ideal (Q = 0) para estas regiones de contacto
independientes segu´n el ı´ndice de incertidumbre
de la prensio´n, esto es, la prensio´n en la que los
contactos se encuentran ubicados en el centro
de su respectiva regio´n.
3.4.3. Medidas considerando limitaciones en la
fuerza de los dedos
Q9 - Ma´xima-mı´nima perturbacio´n resistida
(Sec. 3.3.1): considerando que existe una fuen-
te limitada de potencia para todos los dedos
(
∑n
i=1 ‖f i‖ ≤ 1) hay dos prensiones o´ptimas
sime´tricas; una de ellas se muestra en la Fig. 12a
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a) b)
Figura 12. Ma´xima-mı´nima perturbacio´n resisti-
da: a) En el espacio de fuerzas generalizadas;
b) Prensio´n o´ptima.
a) b)
Figura 13. Volumen de P: a) En el espacio de
fuerzas generalizadas; b) Prensio´n o´ptima.
en el espacio de fuerzas generalizadas y en la
Fig. 12b sobre el objeto.
Q10-Volumen del conjunto P de todas las
posibles fuerzas generalizadas sobre el objeto
(Sec. 3.3.2): existen dos prensiones o´ptimas
sime´tricas, de las que se muestra una en la
Fig. 13a en el espacio de fuerzas generalizadas
y en la Fig. 13b sobre el objeto.
Q11-Componentes normales de las fuerzas en
los puntos de contacto (Sec. 3.3.3): la Fig. 14
ilustra una prensio´n con dos dedos con friccio´n;
se muestra un ejemplo de prensio´n o´ptima con
las fuerzas aplicadas centradas en su cono de
friccio´n, y un caso de baja calidad con las fuer-
zas pro´ximas a los l´ımites del cono de friccio´n.
Q12-Medidas orientadas a la tarea (Sec. 3.3.4):
supo´ngase una tarea que puede producir las
perturbaciones mostradas en la Fig. 15a. Se
obtienen dos prensiones o´ptimas sime´tricas, de
las que se muestra una en la Fig. 15b en el
espacio de fuerzas generalizadas y en la Fig. 15c
sobre el objeto.
La Tabla 2 presenta una comparacio´n nume´rica de
los valores de calidad para las prensiones o´ptimas
segu´n los criterios anteriormente presentados. Se
destaca que una prensio´n o´ptima segu´n un criterio
no necesariamente es o´ptima segu´n otro; adema´s,
algunos de los criterios presentados conducen a
varias posiciones o´ptimas de los dedos sobre el
objeto, lo que puede hacer variar la relacio´n de
valores en cada ﬁla.
a) b)
Figura 14. Componentes normales de las fuerzas
en los puntos de contacto: a) Una prensio´n
o´ptima; b) Una prensio´n de baja calidad.
a)
b) c)
Figura 15. Medidas orientadas a la tarea: a) Fuer-
zas de reaccio´n esperadas en un posible con-
tacto; b) Prensio´n o´ptima en el espacio de
fuerzas generalizadas; c) Prensio´n o´ptima so-
bre el objeto.
4. MEDIDAS DE CALIDAD RELACIONADAS
CON LA CONFIGURACIO´N DEL
ELEMENTO PRENSOR
Este segundo grupo de medidas de calidad con-
templa aquellas en las que se considera la con-
ﬁguracio´n del elemento prensor en la estimacio´n
de calidad de la prensio´n. Algunas de estas me-
didas son similares a las presentadas en la Sub-
seccio´n 3.1, pero ahora considerando el Jacobiano
mano-objeto H (Subseccio´n 2.2) para realizar la
cuantiﬁcacio´n de la calidad (Shimoga, 1996).
4.1 Distancia a conﬁguraciones singulares
Para mantener los robots manipuladores redun-
dantes alejados de las conﬁguraciones singulares
se buscan conﬁguraciones que maximicen el va-
lor singular ma´s pequen˜o σmin del Jacobiano del
manipulador (Klein and Blaho, 1987). El mis-
mo concepto se aplica a las prensiones con ma-
nos articuladas usando para ello el Jacobiano
mano-objeto H, que en una conﬁguracio´n singular
tendra´ al menos un valor singular igual a cero. As´ı,
Q = σmin(H) (30)
La maximizacio´n de esta medida equivale a esco-
ger la prensio´n con la conﬁguracio´n ma´s alejada
de una conﬁguracio´n singular.
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Tabla 2. Comparacio´n de calidades de prensiones o´ptimas segu´n diferentes criterios.
Q
†
1
Q
†
2
Q
†
3
Q
‡
4
Q
†
5
Q
‡
6
Q
†
7
Q
†
8
Q
†
9
Q
†
10
Q
†
12
Prensio´n o´ptima
segu´n Q1 (Fig. 8a)
1.4142 32.32 0.4975 0.1708 3.2 0 0.5 5 0.0828 1.4667 0.0884
Prensio´n o´ptima
segu´n Q2 (Fig. 8b)
1.4142 40 0.4472 1 0 0 0.9 5 0.3162 2 0.3536
Prensio´n o´ptima
segu´n Q3 (Fig. 8c)
1.4142 8 1 0.4647 3.04 0 0.7 5 0.3487 0.9333 0.3333
Prensio´n o´ptima
segu´n Q4 (Fig. 9a)
1.4142 27.2 0.5423 0.0199 2.56 0 0.6 5 0.1655 1.4667 0.1768
Prensio´n o´ptima
segu´n Q5 (Fig. 9b)
0.0858 0.16 0.0260 0.7262 3.98 1.0512 0.9 1 0.0401 0.1333 0.0786
Prensio´n o´ptima
segu´n Q6 (Fig. 9c)
1.4142 28.48 0.53 0.6772 0.8 0 0.9 5 0.3590 1.7333 0.3928
Prensio´n o´ptima
segu´n Q7 (Fig. 10b)
1.1871 6.4 0.7878 0.4163 3.36 0.1 0.7 5 0.254 0.8 0.2357
Prensio´n o´ptima
segu´n Q8 (Fig. 11)
1.3867 11.68 0.7957 0.3932 2.9 0.0707 0.7 5 0.2532 1.0667 0.2525
Prensio´n o´ptima
segu´n Q9 (Fig. 12b)
1.4142 16 0.7071 0.6257 2 0 0.9 5 0.4472 1.3333 0.3333
Prensio´n o´ptima
segu´n Q10 (Fig. 13b)
1.4142 40 0.4472 1 0 0 0.9 5 0.3162 2 0.3536
Prensio´n o´ptima
segu´n Q12 (Fig. 15c)
1.3729 28.48 0.4995 0.8373 0.8 0.2 0.9 5 0.3162 1.7333 0.4419
Criterios: †a maximizar, ‡a minimizar
4.2 Volumen del elipsoide de manipulabilidad
La medida σmin(H) considera solamente un valor
singular de H, que puede ser similar para dos con-
ﬁguraciones diferentes de prensio´n. Para ponderar
todos los valores singulares de H se usa el volumen
del elipsoide de manipulabilidad (Subseccio´n 2.3)
como medida de calidad (Yoshikawa, 1985). Sean
σ1, σ2, · · · , σr los valores singulares de H; la cali-
dad de prensio´n se obtiene mediante
Q =
√
det(HHT ) = σ1σ2...σr (31)
As´ı pues, la calidad es el producto de todos los
valores singulares, y la maximizacio´n del determi-
nante de HHT maximiza el volumen del elipsoide.
F´ısicamente esto signiﬁca que las mismas veloci-
dades en las articulaciones de los dedos en dos
conﬁguraciones diferentes de prensio´n producen
una mayor velocidad del objeto en la conﬁguracio´n
con mayor calidad.
4.3 Uniformidad de transformacio´n
La transformacio´n entre el dominio de velocidades
de las articulaciones de los dedos y el dominio
de velocidades del objeto es uniforme cuando la
contribucio´n de las velocidades de cada articu-
lacio´n es igual en todas las componentes de la
velocidad del objeto; esto signiﬁca que la mano
puede mover el objeto en cualquier direccio´n con
la misma ganancia, lo que indica una buena capa-
cidad de manipulacio´n. El nu´mero de condicio´n nc
del Jacobiano de un dedo es una medida de esta
capacidad (Salisbury and Craig, 1982). Este con-
cepto se usa para medir la calidad de una prensio´n,
considerando el nu´mero de condicio´n de la matriz
H como una medida de la manipulabilidad del
objeto aprehendido. El nu´mero de condicio´n de
H se calcula a partir de sus valores singulares
ma´ximo y mı´nimo (σma´x y σmı´n):
Q = nc(H) =
σma´x(H)
σmı´n(H)
(32)
Cuando nc(H) = 1 las columnas de H son vecto-
res ortogonales entre s´ı y tienen igual magnitud,
lo que indica una transformacio´n uniforme y una
calidad ma´xima de la prensio´n.
4.4 Posiciones de las articulaciones de los dedos
Un criterio u´til para seleccionar conﬁguraciones
en robots manipuladores redundantes consiste en
buscar que las articulaciones del robot este´n lo
ma´s lejos posible de sus l´ımites f´ısicos, esto es,
se eligen de forma preferente conﬁguraciones con
las articulaciones lo ma´s centradas posible en su
rango de movimientos (Liegeois, 1977). La misma
idea se aplica en la seleccio´n de conﬁguraciones en
manos meca´nicas; el ı´ndice usado para cuantiﬁcar
la desviacio´n en los a´ngulos de articulaciones es
Q =
nm∑
i=1
(θi − θ0i)
2 (33)
donde θi y θ0i son el a´ngulo real y el a´ngulo de
referencia cero de la articulacio´n i, respectivamen-
te (la formulacio´n se simpliﬁca si θ0i = 0). La
medida (33) puede ser redeﬁnida ponderando ade-
cuadamente los diferentes rangos de movimiento
de cada articulacio´n:
Q =
nm∑
i=1
(
θi − θ0i
θma´xi − θmı´ni
)2
(34)
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4.5 I´ndice de compatibilidad de tareas
Este ı´ndice considera los requisitos de la tarea
para medir la calidad de la prensio´n (Chiu, 1988);
si hay direcciones probables de perturbaciones
sobre el objeto, la prensio´n debe tratar de asegurar
la ma´xima relacio´n de transformacio´n en esas
direcciones. Conside´rese un vector unitario ωˆi en
el espacio de fuerzas generalizadas con la direccio´n
de un requisito de fuerza, y la distancia αi desde
el origen hasta la superﬁcie del elipsoide de fuerza
en la direccio´n ωˆi. As´ı, αiωˆi representa un punto
sobre el elipsoide de fuerza (Subseccio´n 2.3), y por
lo tanto satisface la siguiente relacio´n:
(αiωˆi)
T (
HHT
)
(αiωˆi) = 1 (35)
de donde
αi =
[
ωˆTi
(
HHT
)
ωˆi
]
−1/2
(36)
De forma similar, conside´rese un vector unita-
rio ˆ˙xj en la direccio´n de un requisito de velocidad,
y la distancia βj desde el origen hasta la superﬁ-
cie del elipsoide de velocidad en la direccio´n ˆ˙xj ,
entonces βj ˆ˙xj satisface la siguiente relacio´n:(
βj ˆ˙xj
)T (
HHT
)−1 (
βj ˆ˙xj
)
= 1 (37)
de donde
βj =
[
ˆ˙x
T
j
(
HHT
)−1 ˆ˙xj]−1/2 (38)
Con estos elementos, el ı´ndice de compatibilidad
de tareas se deﬁne como
Q =
s∑
i=1
γiα
±2
i +
z∑
j=s+1
γjβ
±2
j (39)
de donde
Q =
s∑
i=1
γi
[
ωˆTi
(
HHT
)
ωˆi
]
±1
+
z∑
j=s+1
γj
[
ˆ˙x
T
j
(
HHT
)−1 ˆ˙xj]±1 (40)
en donde s es el nu´mero de direcciones en las que
se especiﬁcan requerimientos de fuerza, z− s es el
nu´mero de direcciones en que se especiﬁcan reque-
rimientos de velocidad, el exponente +1 es usado
en las direcciones en que se desea que la magnitud
de la velocidad o la fuerza sea alta, mientras que
el exponente −1 se usa en las direcciones en que
se desea que el control de velocidad o la fuerza
sea muy preciso, y γi , γj son factores de peso que
valoran la importancia relativa de cada requisito
de magnitud y precisio´n en las respectivas direc-
ciones. La conﬁguracio´n que maximiza este ı´ndice
permite aplicar velocidades y fuerzas en cada una
de las direcciones deseadas de forma acorde con
los requerimientos para la prensio´n.
P1 P2
Figura 16. Elemento prensor y objeto usados
para la implementacio´n de las medidas de
calidad relacionadas con la conﬁguracio´n del
elemento prensor.
a) b)
Figura 17. Distancia a conﬁguraciones singulares:
a) Conﬁguracio´n o´ptima; b) Conﬁguracio´n
singular.
4.6 Ejemplos
Las medidas de calidad presentadas en esta sec-
cio´n se han implementado para un elemento pren-
sor con dos dedos, cada uno con dos grados de
libertad, que debe sujetar un elipsoide de 1 por 0.5
cm por los extremos de su eje mayor. La base del
elemento prensor y cada uno de los dedos tienen
una longitud de 1 cm; adema´s, cada articulacio´n
tiene una amplitud de movimiento de 135o, segu´n
se muestra en la Fig. 16. Se han utilizado 12 posi-
ciones diferentes para cada articulacio´n del dedo
izquierdo, y para estas posiciones se ha calculado
la correspondiente conﬁguracio´n del dedo derecho
que permite la prensio´n en los puntos de contac-
to predeterminados sobre el objeto. Se obtienen
as´ı 132 posiciones va´lidas en las que ninguna arti-
culacio´n esta´ fuera de su rango de movimiento.
Para estas conﬁguraciones se han calculado las
siguientes medidas de calidad:
Distancia a conﬁguraciones singulares (Sec. 4.1):
la conﬁguracio´n o´ptima del elemento prensor
se muestra en la Fig. 17a. En la Fig. 17b se
muestra una conﬁguracio´n singular, en la que el
valor singular mı´nimo es cero (la peor calidad
posible).
Volumen del elipsoide de manipulabilidad
(Sec. 4.2): hay doce conﬁguraciones o´ptimas
para el elemento prensor, una de ellas mostrada
en la Fig. 18. En estas conﬁguraciones se obtiene
una alta manipulabilidad del objeto (en cuanto
a movimientos inﬁnitesimales se reﬁere), sin
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Figura 18. Volumen del elipsoide de manipulabi-
lidad: conﬁguracion o´ptima.
a) b)
Figura 19. Desviaciones de los a´ngulos de las
articulaciones de los dedos: a) Conﬁguracio´n
o´ptima; b) Conﬁguracio´n de baja calidad.
embargo hay articulaciones en el l´ımite de su
rango de movimiento, lo que en general nunca
es deseable.
Uniformidad de transformacio´n (Sec. 4.3): hay
dos conﬁguraciones o´ptimas sime´tricas del ele-
mento prensor, que coinciden con las halladas
en el caso de la distancia a conﬁguraciones
singulares (Fig. 17); tambie´n aqu´ı se obtiene
la peor calidad posible en las conﬁguraciones
singulares. As´ı, para este caso particular el com-
portamiento de las dos medidas es muy similar.
Desviaciones de los a´ngulos de las articulacio-
nes de los dedos (Sec. 4.4): la conﬁguracio´n
o´ptima del elemento prensor se muestra en la
Fig. 19a. En la Fig. 19b se muestra una conﬁgu-
racio´n de muy baja calidad. No´tese la diferencia
entre esta conﬁguracio´n o´ptima, que proporcio-
na ma´s “confort” o rango amplio de posibles
movimientos de la mano, y la mostrada en la
Fig. 17a, que aleja el elemento prensor de las
conﬁguraciones singulares.
5. MEDIDAS GLOBALES DE CALIDAD
Los criterios presentados anteriormente miden la
calidad de la prensio´n bajo diferentes considera-
ciones basadas en la ubicacio´n de los puntos de
contacto sobre el objeto o en la conﬁguracio´n del
elemento prensor. Sin embargo, la prensio´n o´pti-
ma para algunas tareas puede requerir una com-
binacio´n de estas consideraciones; por ejemplo, la
seleccio´n de los puntos de contacto o´ptimos sobre
la superﬁcie del objeto de acuerdo a cualquier
criterio de la Seccio´n 3, ignorando la geometr´ıa
real de la mano, puede conducir a una seleccio´n
de contactos no alcanzables por la mano; de forma
inversa, una conﬁguracio´n o´ptima de la mano pue-
de generar una prensio´n de´bil frente a pequen˜as
perturbaciones. En estos casos, se puede usar una
medida de calidad global obtenida mediante la
unio´n de diversos criterios, combina´ndolos de for-
ma paralela o serial.
La s´ıntesis de prensiones con la aproximacio´n
serial usa un criterio de calidad para generar
una o varias prensiones candidatas, que luego se
optimizan usando otro criterio de calidad. Por
ejemplo, la optimizacio´n con respecto a la con-
ﬁguracio´n de la mano usando la suma ponderada
del ı´ndice de compatibilidad de tareas dado por
la ecuacio´n (40) genera una prensio´n preliminar,
que a continuacio´n es usada como una prensio´n
inicial en la bu´squeda de una prensio´n o´ptima
bajo la medida de la bola ma´xima dada por la
ecuacio´n (23) (Hester et al., 1999).
La aproximacio´n paralela combina diferentes ı´ndi-
ces de calidad en un solo ı´ndice global. El me´todo
ma´s simple usa la suma algebraica de los ı´ndices
de calidad resultantes de cada criterio individual,
considerando que todos deben ser maximizados
o minimizados; esta aproximacio´n se ha usado
para seleccionar prensiones o´ptimas de objetos 2D
(Boivin et al., 2004). Una variacio´n de esta apro-
ximacio´n normaliza el resultado de cada criterio
dividie´ndolo por la diferencia de calidades entre la
mejor y la peor prensio´n; este enfoque se ha usado
para evaluar prensiones de objetos 2D mediante
una mano de tres dedos (Chinellato et al., 2003).
Dado que se obtienen diferentes medidas globa-
les sumando diferentes ı´ndices ba´sicos (Chinellato
et al., 2005), se pueden generar ı´ndices espec´ıﬁ-
camente adaptados para diferentes aplicaciones
pra´cticas. Otra variacio´n de estos ı´ndices globa-
les puede obtenerse realizando una simple suma
ponderada de diferentes medidas de calidad.
Kim et al.(2004) usan cinco medidas de calidad
normalizadas, cubriendo la incertidumbre en la
posicio´n de los dedos, la relacio´n ma´xima de
transmisio´n de fuerza, la isotrop´ıa de la prensio´n y
su estabilidad. Posteriormente generan un ı´ndice
de calidad global como el mı´nimo valor obtenido
por todos los criterios.
Otra posibilidad para combinar diferentes crite-
rios de forma paralela es ordenar las prensiones
de acuerdo a cada una de las medidas, y combinar
los listados en una lista global (ordenada tomando
en cuenta el lugar que una prensio´n ocupa en
cada uno de los listados) para obtener la prensio´n
o´ptima global; sin embargo, esta aproximacio´n
tiene un alto costo computacional y no ha dado
resultados satisfactorios (Chinellato et al., 2003).
6. CONCLUSIONES
En este art´ıculo se han descrito las diferentes me-
didas de calidad usadas para evaluar prensiones,
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resumidas en la Tabla 3. Las medidas de calidad
se han clasiﬁcado en dos grandes grupos: medidas
relacionadas con la posicio´n de los puntos de con-
tacto sobre el objeto y medidas relacionadas con la
conﬁguracio´n del elemento prensor. El primero de
estos grupos es notablemente mayor, lo que ha mo-
tivado su divisio´n en tres subgrupos de medidas.
En el primer subgrupo se encuentran las medidas
basadas en propiedades algebraicas de la matriz
de prensio´n G, que tienen una utilidad pra´ctica
relativa ya que no consideran ninguna restriccio´n
sobre las fuerzas aplicadas en los puntos de con-
tacto. El segundo subgrupo considera las medidas
basadas en relaciones geome´tricas de la prensio´n,
orientadas a mejorar la respuesta de la prensio´n
ante fuerzas inerciales y a la determinacio´n de
regiones de contactos independientes. El tercer
subgrupo incluye las medidas que consideran li-
mitaciones en las fuerzas aplicadas por los dedos,
entre las que se encuentra una de las medidas
de calidad ma´s usadas en s´ıntesis de prensiones
(el criterio de la bola ma´xima y sus variaciones).
El segundo grupo de medidas de calidad incluye
criterios para obtener conﬁguraciones apropiadas
del elemento prensor. Finalmente, dado que una
prensio´n debe ser o´ptima con respecto a ambos
grupos de medidas de calidad, se describen dife-
rentes ı´ndices globales de calidad obtenidos me-
diante combinaciones de los anteriores.
Aunque hay algunos trabajos que comparan las
prensiones o´ptimas obtenidas con diversos cri-
terios para diferentes objetos en prensiones bi-
dimensionales (Bone and Du, 2001; Morales et
al., 2002; Borst et al., 2004) y tridimensionales
(Miller and Allen, 1999), la seleccio´n de un criterio
apropiado en cada caso real no es siempre trivial.
Adema´s, aun conociendo el criterio de calidad a
aplicar, la complejidad de los casos reales hace que
frecuentemente el costo computacional de cual-
quier proceso de optimizacio´n de una prensio´n sea
realmente alto. A ﬁn de dar al lector una idea de
cara´cter ma´s pra´ctico sobre el funcionamiento de
cada medida de calidad, se han incluido en las sec-
ciones 3.4 y 4.6 ejemplos de aplicacio´n sobre casos
sencillos que permitan su interpretacio´n intuitiva.
De hecho no se puede recomendar una medida en
particular, pues su resultado depende de numero-
sos aspectos de los elementos implicados, tal como
se ha tratado de mostrar en cada caso a lo largo del
art´ıculo, y como pone de maniﬁesto la existencia
de propuestas de diferentes combinaciones en la
bu´squeda de una medida de cara´cter global. Sin
embargo, cabe destacar que las medidas de calidad
pueden considerar: a) las posiciones de los puntos
de contacto sobre el objeto; b) las direcciones de
las fuerzas aplicadas en los puntos de contacto;
c) los mo´dulos de las fuerzas aplicadas en los
puntos de contacto; y por otra parte d) la con-
ﬁguracio´n de la mano, lo que da una indicacio´n
sobre cuales son las medidas ma´s convenientes en
funcio´n de las restricciones que se tengan en una
aplicacio´n en particular.
Como problemas de investigacio´n abiertos relacio-
nados con las medidas de calidad cabe destacar un
ana´lisis de co´mo afectan a las diferentes medidas
de calidad factores propios de la prensio´n como el
nu´mero de dedos o el coeﬁciente de friccio´n, y la
bu´squeda de algoritmos eﬁcientes, tanto en te´rmi-
nos de complejidad como de coste computacional,
para generar las prensiones o´ptimas segu´n los di-
ferentes criterios.
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